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Abstract. Graph theory is an area of mathematics with great importance for several
modern technological applications, such as geolocation and data analysis; its creation
is relatively new, but its contributions are felt in several areas of human thought, such
as chemistry, biology and mathematics itself. Among the possible uses of graph theory
is its use to solve problems in which it is necessary to detect the maximum possible
flow in a network that starts at a source and ends at a sink. The general objective of
this research is to inform the reader about the use of graph theory in solving the
maximum flow problem. The specific objectives are: a) to review the concepts of graph
theory to the reader, b) to inform the reader about the maximum flow problem, c) to
illustrate, through software, the use of graph theory in solving problems maximum
flow. The methodology adopted consists of a literature review based on the reading of
books and articles published on the subject. The aim of this work is to inform and
exemplify to the reader how graph theory and its algorithms are used to solve
maximum flow problems.

Resumo. A teoria dos grafos é uma drea da matemdtica com grande importéncia para
diversas aplicagées tecnoldgicas modernas, como a geolocalizagdo e andlise de dados;
sua criagdo é relativamente nova, mas suas contribuigcées sdo sentidas em diversas
dreas do pensamento humano, como a quimica, bioldgica e a prépria matemadtica.
Dentre os empregos possiveis da teoria dos grafos estd a sua utilizagdo para resolver
problemas em que seja necessdrio detectar o fluxo mdximo possivel em uma rede que
se inicia em uma fonte e termine em um sumidouro. O objetivo geral da presente
pesquisa é informar ao leitor sobre o uso da teoria dos grafos na resolugéo do
problema de fluxo mdximo. Os objetivos especificos sdo: a) revisar ao leitor sobre os
conceitos da teoria dos grafos, b) informar o leitor sobre o problema de fluxo mdximo,
¢) ilustrar, por meio de um software, o uso da teoria dos grafos na resolugéo de
problemas de fluxo mdximo. A metodologia adotada consiste em revisdo de literatura
realizada a partir da leitura de livros e artigos publicados sobre a temdtica. Espera-se
com o presente trabalho informar e exemplificar ao leitor como se dd a utilizagéo da
teoria dos grafos e seus algoritmos na resolugéo de problemas de fluxo mdximo.
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1. INTRODUCAO

A teoria dos grafos € um ramo da matematica em constante ascensdo: grafos servem
como modelos matematicos para analisar com sucesso muitos problemas concretos do
mundo real (BALAKRISHNAM et all, 2012, p. 14). Dentre os problemas que a teoria dos
grafos pode suportar a resolugdo, estdo aqueles que envolvem a maximizagdo da
transmissdo de um determinado recurso em uma rede. Por exemplo, para calcular a
capacidade maxima de transmissdo de agua em uma rede de transmissdo em uma cidade.
[Balakrishnam and Ranganathan 2012].

Problemas como o descrito recebem na teoria dos grafos o nome de problemas de fluxo
maximo (ou problema de vazdo maxima, maximum flow problem), e sua resolugdo
consiste em encontrar um numero, representagdo da solugdo para a transmissdo de um
fluxo em uma rede, tal que esse nimero seja o maior possivel levando sempre em conta a
capacidade de transmissdo da rede. [Szwarcfiter 2018]

Grafos em redes estdo presentes em diversas formas e em diferentes problemas do nosso
cotidiano. Sua natureza é pervasiva, ou seja, se encaixam facilmente em diferentes
problemas e de diferentes maneiras. As redes formadas pelo transporte de mercadorias
sdo talvez a melhor forma de visualizagdo da atuagdo dos grafos em redes em nosso
cotidiano. Por exemplo, em um sistema de logistica de entregas de mercadorias, é preciso
organizar os pontos por onde passardo os entregadores de tal modo que se realize a maior
quantidade de entregas economizando o maximo de combustivel possivel; para isso, é
possivel representar os pontos de entregas sendo vértices de um grafo e a trajetéria a ser
percorrida entre os pontos as arestas desse grafo. A partir dessa representagdo podemos
utilizar um algoritmo, como o de descoberta do caminho minimo, para realizar os cdlculos
necessarios e encontrar a melhor trajetdria para esse problema. [Ahuja and Orlin 1993]

Com o auxilio da teoria dos grafos é possivel modelar um problema recorrente como o
encontrado na tentativa de distribuicdo eficiente da tubulagdo de transporte de agua em
uma plantagdo agricola como uma rede de grafos, onde cada aresta valorada do grafo
represente o comprimento da tubulagdo que passara pelo terreno e os vértices sendo os
pontos em que a tubulagdo precisara fazer um desvio. Para esse tipo de problema, pode-se
utilizar uma arvore geradora minima, ou seja, a drvore cuja soma dos pesos é a menor
possivel dentro de todas as arvores geradoras encontradas. Tal abordagem resulta em um
caminho onde se alcanga todos os pontos da plantagdo, porém economizando a tubulagdo

utilizada. [Amarildo and Luiz 2011]‘ _—| Comentado [D1]: Procurar uma imagem ilustrativa para
isso. Ficaria muito bacana!

Problemas envolvendo maximizagdo de recursos sdo comuns em nosso cotidiano e,

pensando em resolvé-los, podemos utilizar a teoria dos grafos para modelar tais
problemas e suportar a sua resolugdo através dos diversos algoritmos desenvolvidos na
area, como o Algoritmo de Ford-Fulkerson. [Szwarcfiter 2018]

O presente trabalho tem como objetivo geral informar ao leitor, de forma tedrica e
prética, sobre o emprego da teoria dos grafos em problemas de maximizagdo de fluxo. Os
objetivos especificos do trabalho sdo: informar o leitor sobre a teoria dos grafos em si,
visando conceitua-lo sobre os termos e conceitos que serdo utilizados durante todo o
trabalho; abordar o problema de fluxo maximo em grafos, desenvolvendo, para este fim,
uma aplicagdo que utilize o algoritmo de Ford-Fulkerson para resolver problemas de fluxo
maximo em grafos.
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A metodologia adotada para o desenvolvimento desse trabalho consiste em uma revisdo
de literatura, realizada a partir da leitura de livros e artigos publicados em revistas de
carater cientifico sobre a tematica, de forma qualiquantitativa ou qualitativa.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

A teoria dos grafos possui como marco inicial de estudo um problema real e muito
especifico, cuja solugdo deu-se na elaboragdo de um algoritmo eficiente, ou seja, um
algoritmo que consegue alcangar seu objetivo no menor tempo e com o menor uso de
recursos. O problema em questdo, chamado problema das pontes de Kénigsberg, foi
solucionado pelo matematico e fisico sui¢o Leonhard Euler (1707-1783) em 1736.
[Szwarcfiter 2018].

Figura 1 Leonhard Euler, quadro a 6leo por Johann Georg Brucker (Jakob Emanuel Handmann,
dominio publico, via Wikimedia Commons, disponivel em:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/60/Leonhard_Euler_2.jpg))

O problema das pontes de Konigsberg consistia na seguinte questdo: é possivel percorrer
todas as pontes que divide a Kénigsberg (atual Kaliningrado) passando por cada ponte
uma, e apenas uma vez? Euler resolveu o problema proposto imaginando cada uma das 4
partes da cidade, divididas pelo rio, como sendo um vértice de um grafo; em seguida,
visualizou cada ponte como sendo as arestas desse grafo [Koh et al. 2007]. Na figura 2
podemos ver a cidade de Konigsberg com suas sete pontes em destaque:
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Figura 2. A cidade de Kénigsberg com suas sete pontes em destaque
(By Bogdan Giugca- Public domain (PD), based on the image, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=112920)

A partir dessa visualizagdo Euler concluiu, ap6s muitos estudos, que para ser possivel
realizar tal travessia cada vértice (representagdo de uma parte da cidade) precisava estar
conectado com um numero par de partes da cidade, ou seja, para cada vértice é preciso
que exista um numero par de arestas. Através de sua descoberta, Euler concluiu ser
impossivel executar a travessia proposta pelo problema, e seu artigo a respeito da questdo
(denominado Solutio problematis ad geometriam situs pertinentes, que em tradugdo
significa A solugdo de um problema relativo a geometria de posigdo) ]Ian(_;ou 0 que viria
ser a base da teoria dos grafos. Na figura 3 podemos ver o grafo formado a partir do
problema analisado por Euler: [Saoub 2017]

Figura 3 Grafo formado a partir do problema das pontes de Kénigsberg (elaborado pelo autor)

[Grafos sdo uma forma visual e matematica de representar relagdes entre elementos de
um conjunto utilizando para isso vértices e arestas. Segundo [Saoub 2021] "Um grafo G
consiste em dois conjuntos: V(G), chamado conjunto de vértices, e E(G), chamado
conjunto de arestas. Uma aresta, denotada por xy, € um par de vértices ndo ordenado."
Informalmente, podemos definir um grafo como um conjunto de vértices interconectados
por arestas e que, graficamente, podem ser representados por circulos (indicando os
vértices) e linhas (indicando as arestas). Um vértice de um grafo pode incluir um nimero
denominado grau do vértice, que indica a quantidade de arestas que incidem sobre ele.
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Na figura 4 temos um exemplo de grafo com 8 vértices e 7 arestas; nesse exemplo, o
vértice A possui grau 2, por estar conectado a dois vértices (C e E), enquanto que o vértice
C possui grau 3, por estar conectado aos vértices A, E e D:\

Figura 4 Exemplo de grafo (elaborado pelo autor)

Grafos valorados sdo grafos nos quais se atribui algum tipo de valor as arestas (ligagdes
entre vértices). Assim, por exemplo, em um grafo representando um mapa, podemos
atribuir a cada aresta (representagdo das ruas) um valor correspondente ao comprimento
da rua. A natureza desse tipo de grafo apresentada no exemplo é estatica, ou seja, seu
valor ndo se altera e ndo sofre influéncia dos vértices das suas conexdes [Netto and
Jurkiewicz 2017]. A figura 5 exemplifica um grafo valorado com 7 vértices e 8 arestas;
nota-se que para cada aresta ha um valor associado:

Figura 5 Exemplo de grafo valorado (elaborado pelo autor)

Ha ainda um outro tipo de grafo valorado: o que possui natureza dindmica. Por exemplo,
em uma distribuidora de 4gua, a tubulagdo que transporta o liquido para as residéncias o
faz em determinada quantidade de litros por hora; esse liquido transportado pode ser
chamado de recurso, e por trafegar ao longo de um meio (ndo estd, portanto, fixo) recebe
o nome de fluxo. Cada vértice que compde esse fluxo pode ter um limite diferente de
transmissdo do recurso; por exemplo, em um vértice x podemos ter a capacidade de
transmissdo de 100 litros de agua por hora, enquanto que em um vértice y, apenas 20
litros. Essa diferenga na capacidade de transmissdo dos vértices altera a capacidade final
de transmissdo do fluxo, de onde provém a necessidade de encontrar a sua capacidade
maxima. [Netto and Jurkiewicz 2017].

[Ligagaes entre grafos podem ainda apresentar dire¢des; trata-se entdo de grafos
direcionados (ou dirigidos) que, por contraste, possuem os grafos néo direcionados (ou
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ndo dirigidos). Um grafo dirigido é aquele em que suas arestas possuem diregées; por
exemplo, na figura 6, o vértice A estd conectado ao vértice B (representado por uma seta),
porém, o vértice B ndo estad conectado ao vértice A, mas estd conectado ao vértice C, que
por sua vez ndo se conecta a nenhum vértice. \Um exemplo da utilizagdo de grafos
direcionados esta na modelagem de mapas em grafos, pois uma rua desse mapa pode ser
de mdo Unica ou mdo dupla, ou seja, os carros podem trafegar apenas em uma dire¢do ou
podem trafegar em ambas as diregdes. Netto and Jurkiewicz 2017].

O grau de entrada de um vértice é o nimero que indica a quantidade de arestas
direcionadas que incidem sobre ele, enquanto que o seu grau de saida é o nimero que
indica a quantidade de arestas em que este vértice estd incidindo. Por exemplo, ainda na
figura 6, o grau de entrada do vértice A é 0, pois ndo ha nenhum vértice incidindo sobre
ele, enquanto que seu grau de saida é 1, pois o vértice A esta incidindo apenas sobre o
vértice B, que por sua vez tem grau de entrada 1 (pois A incide sobre B) e grau de saida
também 1 (pois B indice sobre C).

on ®

Figura 6 Exemplo de grafo direcionado (elaborado pelo autor)

Um grafo que represente um fluxo possui dois vértices distintos: o vértice fonte e o vértice
sumidouro. Um vértice fonte é aquele em que)o seu grau de entrada \é 0, enquanto que o
vértice sumidouro caracteriza-se por ter o grau de saida 0. P{or exemplo, na figura 7, o
vértice A é uma fonte, possuindo grau de entrada O e grau de saida 5, enquanto que o
vértice G é um sumidouro de grau de entrada 3 e grau de saida 0. ][Saoub 2021]\

()
©

Figura 7 Exemplo de grafo com fonte e sumidouro (elaborado pelo autor)

Nos grafos de fluxo, além da diregdo das ligagGes (arestas) também encontramos valores
(também chamados pesos), sendo, portanto, grafos valorados e direcionados. Tais valores
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devem ser inteiros ndo negativos, e representam a capacidade de transmissdo do fluxo
pela aresta. Podemos definir uma [fun(;éo que por entrada receba o grafo em fluxo e que
por saida resulte no fluxo ]ma’ximo do grafo. Tal fungdo deve seguir as seguintes restricdes:
cada aresta do grafo deve possuir fluxo ndo negativo, }o fluxo ndo deve exceder a
capacidade da aresta, o fluxo de entrada deve ser o mesmo de saida do vértice e o fluxo de
saida do vértice fonte deve ser o mesmo de entrada do vértice sumidouro]. Propde-se
como objetivo que se obtenha o fluxo maximo de transmissdo da rede, ou seja, a
capacidade maxima de saida do vértice sumidouro tendo como base a capacidade dos
vértices que compdem o fluxo. [Saoub 2021]. A figura 8 ilustra um grafo em fluxo; neste
exemplo, convenciona-se que o vértice fonte seja representado pela letra S e o vértice
sumidouro] pela letra T, para melhor identificagdo.

Figura 8 Exemplo de grafo em fluxo (elaborado pelo autor)

O algoritmo de Ford-Fulkerson (também conhecido como algoritmo dos pseudo-caminhos
aumentadores) foi desenvolvido por Lester Randolph Ford, Jr e Delbert Ray Fulkerson,
ambos matematicos. O algoritmo tem como objetivo encontrar o fluxo de valor maximo
que faga o melhor aproveitamento possivel da capacidade de transmissdo da rede. Seu
desenvolvimento se deu entre as décadas de 1930 e 1950, através da analise de ferrovias
na Unido Soviética. [Thomas H. Cormen 2001].\

[O algoritmo de Ford-Fulkerson pode ser descrito da seguinte forma: a) cada iteragdo do
algoritmo terd inicio com um fluxo F que ndo ultrapasse a capacidade permitida para cada
arco, b) para a primeira iteragdo teremos um fluxo com capacidade 0, c) enquanto
existirem pseudo-caminhos aumentadores, faga:

Gere um pseudo-caminho aumentador N,

Calcule a capacidade residual X para o pseudo-caminho aumentador N,
Transporte X unidades do fluxo em questdo ao longo do pseudo-caminho N
Atualize o fluxo F

el e

O tempo de execugdo desse algoritmo (trata-se, portanto de sua eficiéncia algoritmica)
depende da forma de se encontrar o caminho aumentador do mesmo, podendo ser
utilizada a kwsca em largura (ou seja, o algoritmo utilizado para realizar uma travessia em
um grafo do tipo arvore) \para que o seu tempo de execugdo seja [polinomial\ (ou seja, tenha
o tempo de execugdo sendo O(n*), com k constante). O caminho aumentador no algoritmo
de ford-fulkerson trata-se de um caminho orientado que tem inicio no vértice [de fonte}e
término no vértice sumidouro, obedecendo a regra de que todo arco presente nesse
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caminho possua residuo exclusivamente positivo. % Rede residual no algoritmo de ford-
fulkerson trata-se do grafo cujos valores dos arcos sdo o resultado da diferenca entre a
capacidade e o fluxo do arco em questdo. O menor valor dentre os presentes na rede
residual é chamado “Capacidade Residual do Caminho Aumentador” por ser o valor que
representa a quantidade de fluxo que pode ser adicionado ao caminho.]

3. O USO DA COMPUTACAO NA RESOLUCAO DO PROBLEMA DE
FLUXO MAXIMO

No presente capitulo pretende-se documentar o desenvolvimento de uma aplicagdo
autoral, nomeada pelo autor do artigo como Max Flow Calculator{, que encontra o fluxo
maximo em uma rede de grafos através do algoritmo de Ford-Fulkerson descrito
anteriormente. A aplicagdo permitird que o usudrio fornega os dados do grafo de sua
preferéncia, validando-o em seguida conforme as regras de definigdo para uma rede de
fluxo e, se pertencente a essa categoria de grafo, fornecer a sua resolugdo através do
algoritmo citado.

A aplicagdo sera desenvolvida para a plataforma web e ficara hospedada em um servigo de
hospedagem gratuito para a utilizagdo do publico. A escolha por uma aplicagdo web se deu
pela portabilidade da mesma, sendo possivel ter acesso ao sistema via smartphones,
tablets, desktops etc., o que aumentara a disponibilidade do sistema ao publico. Além
desse ponto, a alta gama de recursos fornecidos pela web foi de suma importancia para a
escolha dessa plataforma de desenvolvimento.

A linguagem de programacao utilizada no projeto é a linguagem Javascript, criada por
Brendan Eich para ser utilizada em sistemas web. Além da linguagem, outras tecnologias
serdo utilizadas, tais como servico de hospedagem, banco de dados para armazenamento
de arquivos, etc.

3.1 II)IAGRAMACAO EM UMLI | Comentado [D19]: esse topico sO consiste disso? Para que
ele serve, mesmo? pode detalhar porque ele ¢ importante ao

Segundo [Gilleanes 2009], a UML (Unified Modeling Language, em tradugdo, Linguagem de SIS ERRTP:

Modelagem Unificada) "é uma linguagem visual utilizada para modelar softwares baseados
no paradigma de orientagdo a objetos". Para a representacgdo visual do sistema, foi
construido o diagrama de casos de uso, descrevendo as fungdes possiveis de serem
executadas pelo o usudrio no sistema. Na figura 9 o diagrama de casos de uso é descrito
com seus principais casos.

Tal diagramacgdo é importante pois retrata o sistema de uma forma abstraida de seus
detalhes técnicos (como a linguagem de programagdo utilizada, por exemplo). No
diagrama da figura 9 temos o sistema com suas 3 fungdes principais: permitir que o
usudrio desenhe o grafo que sera avaliado pelo programa, apagar o grafo para que o
sistema seja reiniciado e utilizado novamente e, por fim, calcular a solugdo para o
problema de fluxo maximo. O algoritmo de Ford-Fulkerson serd aplicado no terceiro caso
de uso; o sistema entdo se encarregard de exibir em tela o resultado fornecido pelo
algoritmo, ou seja, o valor maximo que pode trafegar por este fluxo.
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Desenhar grafo

/

i Apagar grafo

—

Usuario \

Calcular solugéo

Figura 9 Diagrama de caso de uso (elaborado pelo autor)
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32EXEMPLO DA UTILIZACAO DO SISTEMA MAX FLOW
CALCULATOR

Digite o vértice a ser criado/modificado

\Vértice a ser ligado

\Valor da ligagao

Send  Apply Ford-Fulkerson Algorithm

Figura 10 Exemplo da utilizagcdo do sistema Max Flow Calculator (elaborado pelo autor)

Na figura 10 podemos ver a interface grafica do sistema Max Flow Calculator. Ela
¢ composta de uma area em branco onde o grafo serd desenhado conforme as
instru¢des do usudario; caixas de interagao com o sistema ¢ dois botdes, sendo o
primeiro deles responsavel por gerar o grafo e o segundo responsavel por aplicar o
algoritmo de Ford-Fulkerson no grafo criado, exibindo o resultado do
processamento logo em seguida.

O sistema possui trés caixas de interagdo, a primeira delas recebe como valor a
identificacdo do grafo a ser criado ou modificado caso ja exista; a segunda caixa de
interagdo recebe como valor o nome do vértice ao qual o vértice criado/modificado
tera ligag@o: por exemplo, podemos especificar aqui que o vértice A tera ligacio
com o vértice B; a terceira e ultima caixa de identificagdo recebe como parametro o
valor da ligacdo entre os vértices que foram especificados nos dois campos
anteriores: aqui podemos, por exemplo, especificar que o valor da ligacdo entre o
vértice A e o vértice B ¢ 7.

Apos especificar todos os campos nas caixas de interagdo, utilizamos o botdo “send”
para enviar os dados para o sistema, que entdo desenhara na 4rea em branco, caso os
dados sejam validos, o vértice e as ligagdes realizadas pelo usuario.

Quando o usuario ja tiver montado o grafo, pode-se utilizar o botdo “Apply Ford-
Fulkerson Algorithm” para que o sistema aplique sobre o grafo o algoritmo de Ford-
Fulkerson e imprima em tela o seu resultado. Caso o grafo montado pelo usuario
ndo corresponda a um grafo de fluxo (por exemplo, se alguma das regras definidas
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para esse tipo de grafo for violada) o sistema ird alertar ao usuario por meio de
mensagem em tela indicando que hd um erro na formagao do grafo, o que impede
que o algoritmo seja aplicado.

Para possibilitar o desenho do grafo em tela, foi utilizado duas bibliotecas web:
Springy e PixiJS. O Springy (disponivel em http://getspringy.com/) permite a
criacdo de uma estrutura de dados em grafo e a aplicacdo de uma forca direcionada a
esse grafo, dando um efeito fisicamente realista ao grafo desenhado e distribui os
seus nos corretamente sobre o plano desenhado. Na figura 11 temos um trecho da
criacdo de um grafo utilizando a biblioteca Springy:

// Cria-se um grafo
var graph = new Springy.Graph();

// Adiciona-se vértices

var verticeA = graph.newNode({label: 'A'});
var verticeB = graph.newNode({label: 'B'});
var verticeC = graph.newNode({label: 'C'});

// realiza a conexdo entre vértices
graph. newedge(verticeA, verticeB);
graph. newedge(verticeA, verticeC);

Figura 11 Exemplo de criacao de grafo utilizando Springy (elaborado pelo autor)

PixiJS (disponivel em https://pixijs.com/)é uma biblioteca de cddigo-aberto que permite a
criagcdo de aplicagBes graficas (como jogos, visualizagdo de dados etc.) baseada em
tecnologia web. O sistema Max Flow Calculator utiliza essa biblioteca para desenhar a
parte grafica do programa e para tratar eventos realizados pelo usuario (como o clicar do
mouse, por exemplo).

4. CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Ao decorrer do presente trabalho foram apresentados alguns dos principais conceitos
relevantes para a compreensdo da teoria dos grafos e o seu problema de fluxo maximo,
tais como grafos e sua utilidade na modelagem de problemas reais do cotidiano, grafos
direcionados, grafos valorados e por fim grafos em fluxo. Em seguida o problema de fluxo
maximo em grafos foi aprofundado, e para a sua resolug¢do foi contextualizado e descrito o
algoritmo de Ford-Fulkerson, que suporta a resolugdo do problema. Além da parte tedrica,
no presente trabalho, foi introduzida uma parte pratica, em que se concentrou no
desenvolvimento de um sistema de software que tem como objetivo exemplificar o uso do
algoritmo de Ford-Fulkerson na resolugdo de problemas de fluxo méximo.

I‘I’al sistema ird auxiliar aqueles que precisam encontrar o maior valor possivel de ser
trafegado em uma rede (independentemente do recurso a ser trafegado; agua, energia,
internet etc.) que possa ser descrita como um grafo de fluxo. A aplicagdo encontra-se em
sua versdo inicial, mas pretende-se que futuramente encontre-se a disposi¢do de todos na

internet.\ Pontos futuros a serem trabalhados sdo o design da aplicagdo, responsividade __—| Comentado [D20]: aqui vocé deve “vender o peixe”. Qual
para atender a diversas plataformas (mobile ou desktop) e a implementagdo de uma a importancia de sua aplicagdo? Onde ela pode ser usada?

. ~ ~ . r . ~ i Oxi1 7 i
animacdo passo a passo da resoluc3o do algoritmo, o que trard maior compreensdo para o Quais seus proximos passos? Ou seja, detalhe como tudo

L. deve ser feito!
usuario.
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